Lésung der Abitur-Ubung 2:

Aufgabe 2.1.a)

Funktion allgemein: f(x)=ax3+bx?+cx+d
Ableitungen allgemein: f’(x)=3ax?+2bx+c

f’(x)=6ax+2b
SP mit Geraden bei (-1/0) f(-1)=0 O0=-a+b-c+d weil: g(-1)=0
Berlhrungspunkt im WP (1/2)  f(1)=2 2=a+b+c+d weil: t(1)=2
Steigung im WP ist m=-3 f’(1)=-3 -3=3a+2b+c  weil:7’(1)=-3
Wendepunkt bei x=1 f7’(1)=0 0=6a+2b notwendige Bedingung
Gleichungssystem: )i 0=-a+b-c+d

I 2=a+b+c+d

1) -3=3a+2b+c

V) 0=6a+2b

) O=-a+b-c+d

I-11=11) -2=-2a-2c¢

) -3=3a+2b+c

V) 0=6a+2b

)i O0=-a+b-c+d

I -2=-2a-2c

[1+2-111=111) -8=4a+4b

V) 0=6a+2b

)i O0=-a+b-c+d

I -2=-2a-2c

1) -8=-8a-4b

[-2-1v=1V)-8=-8a a=1

ainlv) 0=6+2b b=-3

ainll) -2=-2-2cC c=0

ab,cinl) 0=-1-3+d d=4

Losung: f(x)=x3-3x%+4

Aufgabe 2.1.b)
1.) Definitionsbereich: ID= IR
2.) Nullstellen, Bedingung: f(x)=0

erste Nullstelle raten; moglich sind +1; +2 oder £4 (ganze Teiler der Konstanten d=4)
Probe fiir x=1: f)=1"-31"+4=2=0 d.h. keine Nullstelle fir x=1

Probe fir x=-1:  f(-1)=(-1)%-3-(-)*+4=-1-3+4=0 Nullstelle fir x=-1
Polynomdivision durch den Linearfaktor (x+1)
(X* =3x° +0x+4): (x+1) = x> —4x+4

—(x®+x%)

—4x?

— (~4x* - 4x)
4x
—(4x+4)
0



zweite und dritte Nullstelle tber die pg-Formel fir: x> —4x+4=0
X, =2% Jo
Xpq =2
N; (-1/0) N2:3 (2/0)
3.) Extremwerte (Maximum, Minimum)

a) notwendige Bedingung: f'(x)=0
f'(x) = 3x* —6x
0=3x*-6x |3
0=x*-2x=x(x-2)
=0 v x,=2

b) hinreichende Bedingung: f"(x,,)=0

f"(x) = 6x—6
f"(0)=6-0-6=-6<0 Maximum bei x = 0
f"(2)=6-2-6=6>0 Minimum bei x = 2
c¢) y-Koordinaten:
f(0)=0°-3-0° +4=4 Maximum (0/4)
f(2)=2°-3-2°+4=0 Minimum (2/0)

4.) Wendepunkt
a) notwendige Bedingung: f"(x)=0
f"(x)=6x—-6
0=6x—6 |[+6 |:6
X =1
b) hinreichende Bedingung: f”(1)+0
f"(x)=6
f"(1)=6>0 Wendepunkt bei x = 1 mit einer rechts-links Krammung
c) y-Koordinate:
f1)=1°-31°+4=2 Wendepunkt (1/2)
5.) Randverhalten
a) Verhalten des Graphen fiir x — +oo

X X X

X—>0

3 2 .
lim |:X3(X3 _ 3% +43ﬂ hochste Potenz wurde ausgeklammert

X—0

=lim {x3[1—i+x43ﬂ=oo-(1—0+0)=oo

b) Verhalten des Graphen flr x — -



6.) Skizze:
f(x)*

>\

! \ !
/ -1 2
Aufgabe 2.1.c)

Die Grenzen sind die Nullstellen der Funktion.

2
= Fx“ —x° +4x}
4 -

1., - 1, .. . ~ 16 11 _ 3
:‘[Zz -2 +4-2}—[Z-(—1) —(-)) +4-(—1)}H4 ( )‘ ‘ —64FE

Aufgabe 2.1.d)

a) x-Koordinaten der Schnittpunkte durch Gleichsetzen berechnen:
x> —3x*+4=x+1 | -x-1
x> —3x*—x+3=0
erste Nullstelle raten; mdglich sind +1 oder +3 (ganze Teiler der Konstanten d=3)
Probe fir x=1: f (1) =1*-3-1>-1+3=0  d.h. Nullstelle fur x=1
Polynomdivision durch den Linearfaktor (x-1)
(x*=3x* =x+3): (x-1) =x*-2x-3
_ (X3 _ XZ)
—2x?
—(—2x% + 2x)
—3X
—(-3x+3)
0
zweite und dritte Nullstelle Gber die pg-Formel fir: x> —2x-3=0
X, 5 =1+41+3
X, =1£2
N; (1/0) N2 (-1/0) N3 (3/0)

b) Flachen berechnen:
1
= Fx“ oty +3x}
4 2 .

1 1 1 1 1 4 2 12 1 4 2 12
==-1-=+3|-|=+1-=-3||=|=-=-= += |-+ —===
4 2 4 2 4 4 4 4 4 4 4 4
7 9/ 16

=S+ 2= =4FE
‘4 4‘ 4

2
= I(x3 —3x? + 4)dx
-1

1

J'(x3 —3x% - x+3)dx

-1

A =




3 3

f(xS —3x% —x+3)dx

1

187 9, g |tq L, g |81 108 18 36} |1 4 2 12
4 2 42 4 4 4 4] |4 a4 4

A, =

B TN
4 2

1

S RN
Aufgabe 2.1.e)
1.) Zielfunktion aufstellen:
HB: A=x-t(x) ;wobei t(x) = Wendetangente
NB: t(x) =—-3x+5 ;NB in HB einsetzen
Fkt: f (x) = —3x” +5x :den Extremwert bestimmen
2.) 1. Ableitung bilden und den Extremwert berechnen:
f'(x)=—6x+5 ;gleich Null setzen

a) notwendige Bedingung: f'(x)=0
0=-6x+5 |+6x
6x=5 6

5

6

b) hinreichende Bedingung: f”(g];to

X =

f ”(%} =-6<0 d.h. Maximum fir x =

c) Ergebnis: Das maximale Rechteck entsteht fur x =

ol oo

Aufgabe 2.2.a)

Vorlberlegung: Graphische Multiplikation der Parabel und der e-Funktion

f(x)=x o
N (x)=x f(x)=e 0

X X X

Der EinfluR der Exponentialfunktion ist groer als der einer Potenzfunktion. Deshalb lauft
der Graph gegen Null, wenn x gegen minus Unendlich lauft.
1) Definitionsbereich: ID = IR



2) Nullstelle:
0=x"-¢"
0=x> v 0=¢*
X1 2 =0 L={}
N(0/0)
3) Extremwerte (Maximum, Minimum)
a) notwendige Bedingung: f’(x)=0
f'(x) =2x-e* + x*-¢e* :ex(x2 +2x)
O=ex(x2 +2x)
=0 v xX*+2x=x(x+2)=0
L={} X, =0 v x+2=0
X, =2
b) hinreichende Bedingung: f"(x,,)#0
£7(x) = &*(x? + 2x)-e* (2x + 2) = *(x* + 4x+ 2)
f"(-2)= e*z((—Z)2 +4-(-2) +2)=i2(4—8+2)= —32 <0 d.h. Maximum bei x = -2
e e
£7(0)=€°(0%+4-0+2)=1.2=2>0 d.h. Minimum bei x = 0
c) y-Koordinaten:
f(-2)=(-2)-e? = ;iz ~ 0,541
f(0)=0%-e°=0-1=0
Ergebnisse: Maximum (_2/42) Minimum (0/0)

€
4.) Wendepunkte
a) notwendige Bedingung: f"(x)=0
fr(x)=e*(x? +4x+2)
O:ex(x2 +4x+2)
e¥=0 v x*+4x+2=0
L={} x,=-2%4-2
X, =—2 ++/2 ~ 0,586
X, =—2-+/2~-341
b) hinreichende Bedingung: f"(x,,)#0
£7(x) = €*(X? +4x+2)+ e* (2x+4) = *(x? + 6x +6)
72
(-2 442) =e*2”5((—2+\/§)2 +6(—2+J§)+6):Z—2(4—4J§+2—12+6J§+6)
- ee—f(zx/ﬁ)> 0
d.h. Wendepunkt bei x, =—2++/2 mit einem rechts-links Kriimmungswechsel

f" 2 3) :e-z-ﬁ((_z_ﬁ)z +6(_2_\/§)+6)=%ﬁ(4+4\/§+2—12—6\/§+6)
e

=e2+iﬁ(—2\/§)<0

d.h. Wendepunkt bei x, =—2—+/2 mit einer links-rechts Kriimmung



¢) y-Koordinaten:
f(-2-v2)=(2-+2)?-e?2 ~ 0,384
f(-2++2) = (-2+42)* e >? ~ 0191
Ergebnisse: WPl(—Z—\E;(—Z—\E)Z.e-Z-ﬁ) WPZ(—2+\E;(_2+@)2'672+&)
5) linker Rand: x"ﬂlo f(x)=0  rechter Rand: lim f (x) =0

6) Skizze:
f(x)

X\

Aufgabe 2.2.b)

F(x) wird nach der Produktregel abgeleitet: [u-v]’=u’v+uv’

F'(x)= f(X)=e*(X* —2x+2) +e*(2x—2) =e* (X* —2X+2Xx+2-2) =e* - X?
Aufgabe 2.2.c)

A= j x’e*dx =[e* (x* — 2x + 2) | = (2> - 2)FE
0

Aufgabe 2.2.d)
allgemeine Geradengleichung: y=mx+b ;wobei m die Steigung f'(x) ist
a) fir die erste Wendetangente t;(x) gilt:
x=-2-2
y=f(-2-2)=(-2-+/2)2.e %"
m=f'(=2—+2) =[(—2—\/§)2 +2(—2—\/E)]e-”E —(4+4v242-4-22) e =

~(2+242) e
in die allgemeine Geradengleichung einsetzen und b berechnen:
(2-V2f e*?=(a+2i2) e (2-2)ib | -[2r2v2)e? (-2-42)
(F2-v2)-(2+2v2) (-2-v2) e =b
(F2-v2)-(-a-2v2-av2-a)} e =b
(-8-6v2)e* 2 =b
m und b in die Geradengleichung einsetzen:
t(x)= (2 +242 ) eV x4 (—8— 62 ) g 22



b) fiir die zweite Wendetangente t(x) gilt:
X=-2+4/2
y=f(-2+42)=(-2++/2) %"
m= 1'-242)=| (2442 +2-242) e —(4-a2 4244242 ) e -

~(2-2v2)-e 2
in die allgemeine Geradengleichung einsetzen und b berechnen:

(2+V2f er?=f-22) e (2-2)ib | -[2-2v2) e (-2-42)

(2-+v2)-(2-2v2) (-2-+2) e 2 =b
(2-v2)-(-a-2v2+av2+4)} e =b
(-2-3v2)e*2=b

m und b in die Geradengleichung einsetzen:

L =(2-2/2) e x+(-2-3/2) e

Aufgabe 2.3.a)
1.) Definitionsbereich: ID= IR

da der Nenner keine Nullstellen hat
2.) Symmetrie

Prufung auf Punktsymmetrie: Bedingung: f(x)=—f(-X)

8x _ [ 8(=x) |_ -8 _ 8
x* +3 (—x)* +3 x*+3 x°+3

Die Funktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

3.) Nullstellen; Bed.: f(x) =0
8x

0=— |-Nenner
X“+3

0=8x |:8

0=x

N(0; 0)

4.) keine Unstetigkeitsstellen, da der Definitionsbereich nicht eingeschrankt ist
5.) Extremwerte:
a) notwendige Bedingung: f'(x)=0
Quotientenregel: [H} = u’v—zuv’
v v
8-(x* +3)—8x-2x _ 8x* +24-16x°
(x*+3)% (x*+3)?

fr(x) =



_ —8x2+24

= 1 3)° |-Nenner
0=-8x"+24 |+8x?
8x° =24 -8
X* =3 N
X,, =++/3

b) hinreichende Bedingung: f"(++/3)#0
£7(x) = —16X-(X* +3)* — (—8x” +24) - 2(x* +3) - 2x

| (x? +3)kiirzen

(x* +3)*
£7(x) = —16X-(X* +3) — (-8x* + 24) - 4x
(x? +3)°
£7(x) = —16x% —48x + 32x% — 96X _ 16x° —144x
(x? +3)° (x? +3)°
f,,(\/g):16-\/§3—144~\/§ _16:3-/3-144-3 _ 963 _,
(\/§2 +3)° 6° 216

d.h. Maximum fur x =+/3
(5 - 16-(—/3)° _144.2_\/5) _ 16-3-(—\/5);144-(—\/5) _96-3
[(_\/5)2+3} 6 216
d.h. Minimum fiir x=—+/3
c) y-Koordinaten: f (x) =y

f(\/§)=\/2\2/33:%\/_=g\/§ Maximum (\/5/:\/5)

f(—ﬁ):ﬂ=—§\/_=—ﬂ\/§ Minimum (—\/5/—4\/5)
(—\/5)2 +3 6 3 3
6) Wendepunkte
a) notwendige Bedingung: f"(x)=0
16x° —144x
f” X)y="—"2_~-"""
) (x*+3)°
16x> —144x
=—————=— |-Nenner
(x“+3)
0=x-(16x" —144)
x,=0 v 16x*-144=0
16x* =144 :16
x?=9 1)

Xy 53 =13

0




b) hinreichende Bedingung: f"(x,s)#0
() = (48x* —144) - (x* +3)° — (16x° —144x) -3(x* +3)* - 2x

f" x? +3) kiirzen
(x? +3)° € )
” (48x% —144) - (x* +3)* — (16x> —144x) -6x - (x* +3)
f7(x) = 2 5
(x*+3)
” (48x% —144) - (x* +6%° +9) — (16x> —144x) - (6x° +18X)
f7(x) = 2 5
(x“+3)
" (48x° +144x* —432x* —1296) — (96x° —576x* —2592x?)
f7(x) =
X* +
(x* +3)°
£7(x) = —48x° +720x* —2160x% —1296
(x*+3)°
x-Werte einsetzen:
—_— . —_— 6 o | —, 4— . — 2_
m(_g) - —48:(-3)° +720:(-3)" ~2160-(-3)" ~1296 _ 2522 0
(32 +3f 12
—_ . 6 . 4'— . 2— —_—
£7(0) = 48-0° +720 (2 23.60 0 1296= 12596<0
(02+3) 3
— . 6 . 4'— . 2—
£7(3) = 48-3° +720 3; 23.60 3 1296= 25952 20
(32 +3) 12
c) y-Koordinaten: f(x) =y
8.(-3) 24
f(-3)= =——=-2 WP; (-3 /-2
f(O)Zﬂzo WP; (0/0)
0% +3
8-3 24
fR)=—o> =222 WP, (3/2
®=23"D% 1 (3/2)
WP, (=3 /—2) mit einer rechts-links Krimmung
WP, (0/0) mit einer links-rechts Kriimmung
WP (3/2) mit einer rechts-links Kriimmung
7.) Randverhalten:
Nenner und Zahler durch die hochste Nennerpotenz teilen.
8x 8
a) linker Rand: Iim( 8x ): lim| —X2 | jiml x| 0 _4
oA\ XE4+3) o X3 | oy 3 1 140
x> x? X’
8x 8
b) rechter Rand: Iim( 8x j:"m x| jiml —x (29 _p
o\ X +3) o xP 3| or g3 140
N T2



8.) Skizze:

f(x)
A,
1 1
Aufgabe 2.4.a)
allgemeine Geradengleichung ist g:
2
Verschiebungsvektor ist vV = 3
£
3) (2 1
Richtungsvektorist r=q-p=|3|-|3|=|0
5 (4 1
2
LOsung: gf)?{S]H{OJ
4 1
Aufgabe 2.4.b)
1 0
x-y Ebene: E,y: X=u|0|+V| 1| mitGerade g; gleichsetzen ergibt
0 0
) u=2+t
) v=3

) 0=4+t < t=-4
t in die Geradengleichung einsetzen:

2 1 -2
g, X=|3|+(-4){0|=| 3
4 1 0

Ergebnis: SP(-2/3/0)
Aufgabe 2.4.c)

1 0
X-z Ebene: Eyx,: X=u| 0 |+Vv| 0| mit Gerade g; gleichsetzen ergibt
0 1



) u=2+t
i) 0=3 — falsche Aussage, d.h. keine Ldsung
) v=4+t
Ergebnis: es gibt keinen Spurpunkt auf der x-z Ebene

Aufgabe 2.4.d)

allgemeine Ebenengleichung ist g: x =V +sF, +tF,

g
4
Verschiebungsvektorist v=a=| -2

5
1 4 -3
1. Richtungsvektor ist F,=b-a=[0|-|-2|=| 2
7 5 2
4 4 0
2. Richtungsvektorist 1,=C—-a=|0|-|-2|=| 2
1 5 -4
4 -3 0
LOsung: g : x=|-2|+s| 2 |+t] 2
5 2 -4

Aufgabe 2.4.e)

Punkt in die Ebenengleichung einsetzen:

1\ (4 -3 0

2|=|-2|+s| 2 |+t| 2

3 5 2 -4
ergibt das Gleichungssystem:

) 1=4-3s < s=1

) 2=-2+2s+2t

) 3=5+2s—4t
sin Il) eingesetzt ergibt: t=1
s, tin I1l) eingesetzt ergibt: 3 =3 ,dh. wahre Aussage, Lésung ist auch fur 1) richtig
Losung: Die Ebenengleichung ergibt fir s =1 und t = 1 den Punkt R.



Aufgabe 2.4.1)
Skizze:

Ortsvektor d =a+C —b ergibt den Punkt D(7/-2/-1)

Aufgabe 2.4.9)

y-z Ebene: Ey,: X=u| 1 |+v| 0| ;mitder Ebenengleichung E; gleichsetzen:
0 0
ull|+v|0|=|-2|+s| 2 |+t
0 1
) 0=4-3s =—
3

) u=-2+2s+2t
) v=5+2s-4t
2-1D+ 1) 2u+v=1+8 < v=9-2u
Zwischenldsung in die Ebenengleichung Ey, einsetzen:

0 0 0 0 0 0 0
X=u1l[+(©9-2u)-|0|=u|l[+9[1|-2u|l|=|9|+u|-1
0 1 0 0 0 0 0
0 0
Spurgerade SG: X=|9|+u| -1
0 0

Aufgabe 2.4.h)

Bildung des Normalenvektors der Ebene E;:
) —3x+2y+2z=0 wiahlex =1
) 2y—-4z=0
) 2y+2z=3
) 2y-4z=0

D-1) 6z=3 & =

zinll) 2y=2 & y=1



1 2
Normalenvektor von Ey ist: 7| 1 strecke mit Faktor2:fi=|2

1/2 1
Bildung der Normalenform der Ebenengleichung E;:
E,: Xen=vVen

2 4 2
Xel2|=|—-2]|e|2

1 5 1

2
Xel2|=4-2—-2-2+5-1=9

1

Bestimmung der Lange des Normalenvektors: |f|=/x* +y* +2°

A[=v2% +22 412 =9 =3

Bildung der Hesseschen Normalenform: 0= Xe n|;:|v °n
X\ (2
ylel2[+9
z 1
0=~/ \"/
3
Berechnung des Abstandes zum Punkt S; dazu die Koordinaten von S fiir X einsetzen:
3) (2
41e|2|+9
4 1
|SE1|= =6+8+4 +9=£=9LE
3 3 3

Der Abstand der Ebene E; zum Punkt S betragt d=9LE

Aufgabe 2.4.i)

Die Ebenen- und die Geradengleichung gleichsetzen: E; = g1
4 -3 0 2 1
—2|+s| 2 |[+t] 2 |=|3|+k|0O
5 2 -4) \4 1



) 4-3s =2+k |-4-k

) —-2+2s+2t=3 | +2

Iy 5+2s—-4t=4+k |-5-k

) -3 -k=-2

) 2s+2t =5

Iy  2s—4t—k=-1 |2-1)+ 1) =1I)
) -3 —-k=-2

) 2s+2t =5

) 6s  —k=9  |2:-D+l)=1)
) _3k=5 o k=-2
3

1) 2s+2t =5
ny 6s -k=9

5 2\ (1 6 5 1

Lésung t=—— ing; einsetzen ergibt 5 —| 3 |_2| o |21/ o [-L|0[=1| 9
3 3 3 3 3

4) “l1) “laz) s 7

Der Durchdringungspunkt ist SP@> /31 9

Der Winkel zwischen dem Normalenvektor der Ebene und dem Richtungsvektor der Geraden
berechnen und das Ergebnis von 90° subtrahieren:

2 1

2|e| 0
cos g = ﬁOFZ 1 1 :2~1+2~0+1~1= 3 =i
A]-[F| V22422412 V12 +0% +12 342 342 V2

@ =arc cosi = 45°

J2

Das ist der Winkel zwischen dem Normalenvektor der Ebene und der Geraden. Der Winkel
zwischen Ebene und Gerade ist die Differenz zu 90°:

Ldsung: a =90°—-54,74° = 35,26°
Aufgabe 2.4 k)

Verschiebungsvektor ist der Ortsvektor von Punkt T, Richtungsvektor ist der Normalenvektor
der Ebene E;

4 2
LOsung: gy X=|1|+t|2
- 1



Aufgabe 2.5.a)

Beim 2-maligen Wiirfeln gibt es 36 mdgliche Ereignisse. Davon ergeben 15 Ereignisse die
Augensumme < 6 und 21 Ereignisse die Augensumme > 7. Dick hat eine Gewinn-

wahrscheinlichkeit von 1—2 Doof hat eine Gewinnwahrscheinlichkeit von % Doof hat eine

groRRere Gewinnwahrscheinlichkeit. Das Spiel ist nicht fair.

Aufgabe 2.5.b)

1 .1 .1

E(X)=1.=+2-—+3- =+ 1
6 6 6

a.ti5 6. 01 35
6 6 6 6

V(X)=@1-35)"-=+(2-35)*- + +(6-35)° %=17,5-%=2,92
Aufgabe 2.5.c¢)

Berechnung der Gegenwahrscheinlichkeit: mit hdchstens 0,01%iger Sicherheit keine ,,6%

P(X) =[§j <0,01

5 n
21 <001 |lo
(GJ |log

Iog(gj <log0,01 |3.Logarithmengesetz :loga" =n-loga

n-lo 5 <10g0,01 [ lo Bl Bei der Division durch eine
g 6) She 109 6 negative Zahl dreht sich das

Ungleichheitszeichen um!

S log 0,01

el

Ergebnis: n>26

Aufgabe 2.5.d)

1) P(X)zs.(é):z_(;:s_z

2) Wahrscheinlichkeiten fir:

. , N’ 6 1
a) 3 gleiche Zahlen: P(X)=6:|=| =——=—
6 216 36
2 1
b) 2 gleiche Zahlen: P(X):6-3-(l) (5) _0_1
6 6 216 36

¢) Wahrscheinlichkeit fiir 3 ungleiche Zahlen ist P(X) = 1—i—E:@ >
36 36 36 9



3) Wahrscheinlichkeiten fir:

2 1
a) genau 2-mal die ,,6%: P(X):3-(l) (E) 15
6/ \6/ 216
b) genau 3-mal die .6 P(X)—(Ej3 -1
T 6/ 216

15 1 16 2

c) Wahrscheinlichkeit fir mindestens 2-mal die ,,6“ ist P(X) = + = =—
216 216 216 27

Aufgabe 2.5.e)

Laut Aufgabe 2.5.b) ist der Erwartungswert E(X)=3,5. Danach musste fir ein faires Spiel der
Einsatz 3,50 € betragen.

Aufgabe 2.5.1)

Berechnung des Erwartungswerts:

E(X)=100- 1_100_ 50—1667
6 6 3
Berechnung der k-Werte bei einer 2o Umgebung:
o=,n-p-q= 100_6_373 2c=7,45
k-Werte: E(X)-2c < k < E(X)+20 10<k<24

Bei einer Toleranz von 2o sind bei 100 Wiederholungen zwischen 10- und 24-mal die
Augenzahl ,,6* zu erwarten.



