Lésung der Abitur-Ubung 3:

Aufgabe 3.1.a)

Funktion allgemein: f(x)=ax3+bx2+cx+d
Ableitungen allgemein: 17(x)=3ax*+2bx+c
f(x)=6ax+2b
Ursprung (0/0) f(0)=0 0=d
Berithrungspunkt im WP (2/4)  f(2)=4 4=8a+4b+2c+d
Steigung im WP ist m=-2 f(2)=-2 -2=12a+4b+tc
Wendepunkt bei x=2 f7(2)=0 0=12a+2b
Gleichungssystem: D) 4=8a+4b+2c
IT) -2=12a+4b+c
I11) 0=12a+2b
I) 4=8a+4b+2c
[-2-1I=I) 8=-16a-4b
1) 0=12a+2b
D) 4=8a+4b+2c
1)) 8=-16a-4b

[1+2-11I=111) 8=8a
a in II) 8=-16-4b
a,binl) 4=8-244+2¢

Losung: f(x)=x>-6x7+10x

Aufgabe 3.1.b)
1.) Definitionsbereich: ID=IR
2.) Schnittpunkt mit der f'(x)-Achse, Bedingung: x =0
f(0)=0>-6-0°+10-0=0
SP, (0/0)
3.) Nullstellen, Bedingung: f(x)=0
0=x"—6x"+10x
:x-(x2 —6x+10)
x=0 v x*—6x+10=0
X,3; =3%1+/3—10 |hat keine Losung

N; (0/0)
4.) Symmetrie

a) Priifung auf Achsensymmetrie; Bedingung: f(x)= f(—x)
x*—6x% +10x = (—x)’ —=6-(=x)’ +10-(-x)

weil: g(2)=4
weil: g’(2)=-2
notwendige Bedingung
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I
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N

o
I
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=—x’ —6x> —10x |falsche Aussage, dh. keine Achsensymmetrie

b) Priifung auf Punktsymmetrie; Bedingung: f(x)=—f(—-x)
x’—6x* +10x = —((—x)3 —6-(—)5)2 +10-(—x))
= —(— x’ —6x° — le)

=x>+6x> +10x |falsche Aussage, dh. keine Punktsymmetrie



5.) Extremwerte (Maximum, Minimum)
a) notwendige Bedingung: f'(x) =0
f'(x)=3x>-12x+10
0=3x"-12x+10 [:3
0=x"—4x+ 1
3

x,=2t 2’ _10

x1:2+\E X, =2— %

b) hinreichende Bedingung: f"(x,,) # 0
f"(x)=6x—-12

2 2
M24,=[=6-]2+,]=|-12
el le)
2 - . 2
:12+6-\/;—12>0 dh.M1n1mumfurx1:2+\/;
2 2
12— = [=6-2—,]=|-12
Ao )
2 : : 2
:12—6-\/;—12<0 dh.Max1mumfurx2:2—\/;

c¢) y-Koordinaten:

(oo
e s (o oo
zgm.\EM{@ oz P 2

=8+4—24—4+20+(12+§—24+10j-€

—4_ g . \E ~4-1,09=2091 Minimum (2,82/2,91)



o B
s s Bl
_8_12.\@4_[@2.\E_24+24.\E_4+20_10.\E
:8+4_24_4+20+(_1z_§+24_10].\g

=4+ % . \/g ~4+1,09 =5,09 Maximum (1,1 8/5,09)

4.) Wendepunkt
a) notwendige Bedingung: f"(x)=0
f"(x)=6x-12
0=6x-12
x=2
b) hinreichende Bedingung: f"(2)#0
f(x)=6
f"(2)=6>0
Wendepunkt bei x = 2 mit einer rechts-links Kriimmung
¢) y-Koordinate:
f(2)=2-6-2+10-2=4 Wendepunkt (2/4)
5.) Randverhalten
a) Verhalten des Graphen fiir x — +o0

3 2
lim{x3 (x_3 - 6% + m—fﬂ hochste Potenz wurde ausgeklammert
X—>0 X X X
= lim[x3(1—é+l—(2)ﬂ =0-(1-0+0)=00
X X X
b) Verhalten des Graphen fiir x — -0
3 2
lim {)f (x_} — 6% + IO_;CH hochste Potenz wurde ausgeklammert
¥ X X X



6.) Skizze:

Aufgabe 3.1.c)
Die Grenzen sind die Schnittpunkte der Funktionen. Schnittpunktberechnung durch

Gleichsetzen der Funktionen:
x’ —6x> +10x =—6x" +19x |+6x° —19x
x —9x=0 | = Differenzfunktion zum Integrieren

x-(x2 —32)20
x-(x+3)-(x—3):0

x=0 x,=-3 x;,=3
0

A= [ -9k [12} 0_(&7_2):‘_(&_&)

2, 4 20, 4 2 4 4

Die Differenzfunktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung, da sie nur ungerade Exponenten
hat. Die Betrdge der Flichen von —3 bis 0 und von 0 bis 3 sind daher gleich. Es gilt:

Ay, =24, =2-14175FE =283,5FE

% =15,75FE




Aufgabe 3.1.d)

a) Geradengleichung bestimmen durch Einsetzen der Extremwerte:

1 4+£- 2_ 2—\/Z -m+b
3 V3 3

11 4—£- g= 2+\/z -m+Db
3 V3 3

-1 L ER e |{_2. zj

N—’
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A
3 3 3

20_,
3

Geradengleichnung: A(x)=——x+| —+—-,/—

Schnittpunkt mit der f(x)-Achse; Bedingung: y =1(0)
20 8 |2

O350

Schnittpunkt mit der x-Achse; Bedingung: f(x) =0

4 20 8 |2 4
O=——x+| —+—-,|— | +—x
3 3 31V3 3

4 20 8 [2

3
X=—4+— -
3 3 3 \3 4

x:5+2~\/Z
3

Berechnung der Dreieckfldche: 4= % -g-h

o )20
G
50 ZO\F 20[ i

=—+4—\/7 55,3+10,9 =66,2FE
3 3 V3



Aufgabe 3.1.e)

1.) Zielfunktion aufstellen:

HB: d=\x"+y’ ;Satz des Pythagoras
NB: y=4-x’ ;NB in HB einsetzen

Fkt: f(x)=+/x"+(@4—-x7)> ;den Extremwert bestimmen
1
F) =% +16-8x" +x* = (x* =757 +16)
2.) 1. Ableitung bilden (Kettenregel) und den Extremwert berechnen:

fx)= (4x3 _14’“)%'(3“4 —7x’ +16)_% I e G

2:-4x*=T7x*+16

a) notwendige Bedingung: f ’(x) =0

B 4x° —14x
2.x —7x7 416
0=4x’ —14x = x-(4x> —14)
x=0 v 0=4x"-14

7
Xys3 = i\/;

b) weitere Untersuchung nach Vorzeichenwechselkriterium:

An den Stellen x;, x und x3 kann die Steigung wechseln. x;, x, und x3 bilden
Intervallgrenzen. Wir untersuchen die Steigungen innerhalb der vier Intervalle z.B. bei
X1 = —2; X1 = —1; X = 1 LlIldeV =2

0

|- Nenner

3

f’(—2): 4(_2) _14'(_2) o —32+28 =-1 dh.negative Steigung
24J(=2)' =7 (2 +16  2-16-28+16

, 4-(-1) -14-(-1) —4+14 10 . .

f'(-1)= = = >0 dh.positive Steigung
2 JC1) —7-(C1P+16 2W4-T+16 2413
4-1° -14-1 4-14 10

)= = =— 0 dh. tive Stei

f() 2-\/14—7-12+16 SN ECIRT: 2-\/ﬁ< negative Steigung

4-2°-14.2 32-28

f'2)= = =1 dh. postive Steigung
() 2.42427.22416 2-416-28+16

dh. Maximum fiir x, ; = i\/g (aus Symmetriegriinden der Parabel)



¢) Berechnung der kiirzesten Strecke mit x,:

7) 7Y 49 _ 7 15
f(xz)—\/[ E] —7'[\/;J +16 = 7—7-54-16_\/;

Ergebnis: Das maximale Rechteck entsteht fiir x =% .

Aufgabe 3.2.a)

Voriiberlegung: Graphische Multiplikation der Kurven der Hyperbelfunktion und der e-Funktion
f(x)=e*
] f(x)
X X N

Der Einflull der Exponentialfunktion ist an den Definitionsrdndern gréB3er als der einer
Potenzfunktion. Deshalb lduft der Graph gegen Unendlich, wenn x gegen plus Unendlich lauft. Im
Bereich x=0 ist der Wert der Exponentialfunktion gleich 1, sodal3 die Hyperbelfunktion hier den
grofBBeren Einfluf3 hat.

1) Definitionsbereich: ID = IR

2) Nullstelle:

X

0= 1 e’
X

0= 1 v 0=¢" die Exponentialfunktion hat keine Nullstellen
X

L={} L={}

3) Extremwerte (Maximum, Minimum)
a) notwendige Bedingung: f'(x)=0

flx)=—x"-e" +x"e"=e" '(_1 2 +lj=e" -(_1 > T __X:Zj=ex '(x_zlj

O0=¢e" v 0=x_21
X
L=1{} x, =1

b) hinreichende Bedingung: f"(x,)#0

f"(X)=2x_3 'ex +(—x)_2 .ex +(—x)_2 .ex +x_1 .ex =ex(£_L_L+lj

_eX.(i_i_i_,_lj_ex_ i_ﬁ_’_ﬁ ey x=2x+2
[FERNE R R FERRRNC RN 0

f'M=e"-2-2+1)=e>0 dh. Minimum fiir x =1



c¢) y-Koordinaten:
)= =e

Minimum (1/e)
4.) Wendepunkte
a) notwendige Bedingung: f"(x)=0

2
X

0" O=x —23x+2 | 3
X
L={} X, =1£41-2
L={}

5) linker Rand: lirP f(x)=0  rechter Rand: lim f(x)=o0

")
-

f(x)

6) Skizze:

Aufgabe 3.2.b)

X

Spiegelung an der x-Achse: (\

Aufgabe 3.2.c)
F(x)\

Vx

Verschiebung um eine Einheit nach unten:
Aufgabe 3.2.d)
[ F1

hm( .[ —de
a—>x0 1 X

A=

m([muﬂf 1 _ ‘gg(ln(a) _ 1n(1)){ ~oo—0| =0




Aufgabe 3.3.a)

1.) Definitionsbereich: D=1R\{-2;2}
2.) Nullstellen; Bed.: fix)=0

0=-57 ey
O=x+2
x=-2

Keine Losung, da x=-2 nicht Element des Definitionsbereiches ist.
3.) Verhalten an den Unstetigkeitsstellen
a) linksseitig fiir x=-2

([ (=2=m)+2) .. ( -h (-1 1
lim| >————|=1lim ~ |=lim| — |=——
h—0 (—Z—h) —4 ) mo4h+h =0\ 4+ h 4

b) rechtsseitig fiir x=-2

[ (=2+h)+2 ) . h . 1 1
lim| ~———"—— |=lim| ———— |=1lim S
h—0 (—2+h) —4) w0 —4h+h -0\ —4 4+ h 4

Bei x=-2 liegt eine Liicke vor.
c) linksseitig fiir x=2

([ @2-h)+2) . 4—h . 4 . —h
lim U =lim - =lim T +lim -
S0\ (2—h) —4) N\ —4h+h>) 0N\ —4h+h* ) >0\ —4h+h

) 4 ) -1 1
=lim| ——— +lim =—00+—=—0©
=0\ —4h+ h h—0\ —4+ h 4

Im Intervall [0;1] sind die Werte fiir 4 groBer als fiir 4% deshalb ist das Vorzeichen von A
ausschlaggebend fiir den Grenzwert.

d) rechtsseitig fiir x=2

([ @+n)+2) . ([ 4+h . 4 : h
lim| >—————|=1lim > |=1im 5 |+1im 5
h—0 (2+h) —4 ) w0 4h+h o\ 4k + h >0\ 44 + h

. 4 : 1 1
=lim 5 |+1im =00+—=00
=0\ 4h+ h >0\ 4+ h 4
Bei x=2 liegt eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor.
4.) Extremwerte:

a) notwendige Bedingung: f'(x)=0

- u u'v—u'
Quotientenregel: | —| =

2
v v

oy LGP -4 —(x+2)-2x _ x*-4-2x"—4x —x’—4x—4
1 (x>~ )’ ()’ (v -af




3 —x’—4x—4
(x> —4)°
0=-x>—4x—4 |(-1)

0=x"+4x+4 | pg—Formel - (oder erkennen, daB es das Binom (x + 2)2 ist)

| ‘Nenner

Keine Losung, da x=-2 kein Element des Definitionsbereiches ist.
5) Wendepunkte
a) notwendige Bedingung: f"(x)=0

oy = L2 ] ’((‘2)‘24‘)?“4)'2)"2 ) g
e

(~2x-4)( - 4)- (x> —4x—4)-4x

_ (-4

=2 +8x—4x> +16—(—4x’ —16x> —16x)

_ (v ~a)

2% +12x% +24x+16

W
2% +12x% +24x+16

(x* -4y’

0=2x"+12x" +24x+16 |:2
0=x"+6x"+12x+8

Erstes Ergebnis raten: moglich sind ganze Teiler der Konstanten 8. Da in dem Term nur
Pluszeichen stehen, werden nur negative Teiler probiert:

x==1 (1P +6-(-1 +12-(-1)+8=-1+6-12+8=1%0
x==2 (=2 +6-(-2) +12-(-2)+8=-8+24-24+8=0

0 | ‘Nenner

dh. ein Linearfaktor ist (x+2), durch den der Term dividiert wird:
(x3 +6x7 +12x+8): (x+2)=x*+4x+4
- (x3 +2x° )
4x?
—!4x2 +8x)
4x
- (4x + 8)

0

Das Ergebnis ist das erste Binom (x+2)?; dh. die zweite und dritte Losung ist ebenfalls x=-2
Die Funktion hat keine Wendepunkte, da x=-2 kein Element des Definitionsbereiches ist.




6.) Randverhalten:
Ziahler und Nenner durch die hochste Nennerpotenz teilen.

2 2 -
a) linker Rand: Tim[ 72| = fim| 222" |~ jj| 22" |_040 4
x—>-o\ X _4 X——00 7_i >0 l_i 1_0
x2 x2 X2
l—ki 14_&
2 2 2
b) rechter Rand: lim xz+2 = lim x2 X |~ liml XX =0+0=O
xoo\ x° —4 X—>0 L_i X0 l—i 1-0
PERN 2
7.) Skizze:
y A
4 N
3 R
2 E—
1 —
—
3 4 X

Aufgabe 3.4.a)

Priifung auf lineare Abhingigkeit mit a =k- b
D 1=tk

) 2=4-k < k:%
) =8k

nur fiir £ =% kann es lineare Abhéngigkeit geben; wir suchen nun nach passenden ¢

Losung: fiir /=2 sind die Vektoren a und b linear abhingig



Aufgabe 3.4.b)

1 (1 3
c=4.[2]|-4|=| 4
1) \8) |-4

Aufgabe 3.4.c)

1 1 3
Ebene: E: x=|2|+u|l 4|+ 4
1 8 —4

Bildung des Normalenvektors mit Gleichungssystem:
I) Ix+4y+8z=0

II) 3x+4y-4z=0 |wiéhlez=1
I) x+4y=-8

1) 3x+4y=4

I-1) -2x =-12 [:(-2)

x=06
xinl) 6+4y=-8 |-6
4y=—-14 |4
7
=Ty
um ganzzahlige Koordinaten zu bekommen, wird der Normalenvektor mit 2 multipliziert:
12
n=|-7
2
Multiplikation der Ebenengleichung in Parameterform mit dem Normalenvektor:
x) (12 1) (12
yv1|-|=7|=|2]|—-7| die Multiplikation mit den Richtungsvektoren ergibt Null
z 2 1 2
12 1) (12
yl-l=-71-12||-7]|=
z 2 1 2

=71l v|-12||=0 Normalenform der Ebene




12 1) (12
yi-=7]-12]1-7]|=0
z) 2 1 2

12
y|-|=7(-0=0
z 2
12x-7y+2z=0 Koordinatenform der Ebene
Aufgabe 3.4.d)
1 1-3 1 -2
Gerade: g:x=|2 |+s5:[2-4|=|2|+s-| -2
9 9-8 9 1

Aufgabe 3.4.e)

Untersuchung des Richtungsvektors der Geraden auf Orthogonalitit zum Normalenvektor der
Ebene durch Skalarmultiplikation:

-2) (12
-2 || -7 |=-24+14+2=-8#0  dh. nicht othogonal
1 2

Also muf} es einen Durchdringungspunkt der Geraden mit der Ebene geben. Die Gerade und
die Ebene gleichsetzen und s berechnen und in die Geradengleichung einsetzen:

I) 1-2s=1+u+3v & —2s—u—-3v=0
Iy 2-2s=2+4u+4v & —25s—4u—4v=0
) 9+s=1+8u—4v < s—8u+4v=-8
—-2s—u—-3v=0
4.-1-3-11=1I) —2s—16u=0
1T+ I =1I1I) —s—12u=-8
—-2s—u—-3v=0
—2s—=16u=0

3-1+4-UI=1I) -2s=-32 < s5=16
s in die Geradengleichung eingesetzt ergibt den Durchdringungspunkt:
1 -2 -31
g:x¥=|2|+16:| -2 |=|-30 D (-31/-30/25)
9 1 25



Aufgabe 3.4.1)
Verschiebungsvektor ist der Ortsvektor von P; Richtungsvektor ist derselbe, wie der der

Geraden g:
-2 -2
g ix=1 |+s:]-2
3 1

Aufgabe 3.4.9)

Normierung des Normalenvektors der Ebene:
12 12

Abstand berechnen:

1 121t 12-14+2
—14+

0E|=7i, p=—ne|-7||2|=2222"2 0

0E[=7, P J197 5 11 J197

Der Abstand ist Null, dh. der Ursprung liegt in der Ebene.



Aufgabe 3.5.a)

Wir tragen die verschiedenen Mdglichkeiten je in einer Tabelle ein und berechnen zu jeder

Moglichkeit den Erwartungswert der verkaufte Zeitungen und den durchschnittlichen Gewinn.

Der Gewinn setzt sich aus Einkaufspreis (0,70 DM), Verkaufspreis (1,00) und verminderter

Verkauspreis (0,50 DM) zusammen:
1. Moglichkeit: Einkauf von 100 Zeitungen

Anzahl n Wabhrscheinlichkeit P(X=n) E(X)=n- P(X=n)
100 0,05 5
80 0,4 32
60 0,35 21
40 0,2 8
Summe: 66
Gewinn =-100 - 0,70 DM + 66 - 1,00 DM + 34 - 0,50 DM = 13.00 DM
2. Moglichkeit: Einkauf von 80 Zeitungen
Anzahl n Wabhrscheinlichkeit P(X=n) E(X)=n- P(X=n)
80 0,05 +0,4=0,45 36
60 0,35 21
40 0,2 8
Summe: 65
Gewinn =-80 - 0,70 DM + 65 - 1,00 DM + 35 - 0,50 DM = 26,50 DM
3. Moglichkeit: Einkauf von 60 Zeitungen
Anzahl n Wahrscheinlichkeit P(X=n) E(X)=n- P(X=n)
60 0,45+0,35=0,8 48
40 0,2 8
Summe: 56
Gewinn =-60 - 0,70 DM + 56 - 1,00 DM + 44 - 0,50 DM = 36,00 DM
4. Moglichkeit: Einkauf von 40 Zeitungen
Anzahl n Wabhrscheinlichkeit P(X=n) E(X)=n - P(X=n)
40 0,8+0,2=1 40
Summe: 40
Gewinn =-40-0,70 DM +40 - 1,00 DM + 0 - 0,50 DM = 12,00 DM

Ergebnis: Beim Einkauf von 60 Zeitungen wird der grof3te Gewinn erzielt.




